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1. FUNZIONI ELEMENTARI

1) Data la funzione f(r) = 32% — x + 2, trovare:

a) 'immagine e la controimmagine di 2;

2
b) Pespressione analitica delle funzioni g(x) = f(x — 1) e h(x) = f(—).
T

2) Scrivere le seguenti funzioni:
a) area di un rettangolo avente un perimetro di 10 m, in funzione della base;
b) perimetro di un rettangolo avente I'area di 16 m?, in funzione di un lato;
c) area di un triangolo equilatero in funzione del lato;
d) superficie totale di un cubo in funzione del volume;

e) superficie totale di una scatola di base quadrata, avente il volume di 2m3, in
funzione del lato di base.

3) Disegnare i grafici delle seguenti funzioni:

1 4 — g2 T, x <0
a Sz_t—l; b = ; C — - :
) 2 )y 2—x ) {x+1, x>0
2z — || 20 +3, z<-1
d = |2z —1}; e = ; f = ;
) y=lr-1; o y=2 u={y T
+2, r< -1 -1, el
x , < —
2) y={ ) ; h) y=4 3z+2, [z/<1.
T, x> -1

7T—2x, x=z>1

4) Stabilire se le seguenti funzioni sono pari o dispari:

a) f(z)=a"% b) f(z) =27 ¢) f(z) ="+ =;
d) f(z) =2® — x; e) f(z) = z* — 42 f) f(z) = 32> + 222 + 1.

5) Determinare il periodo delle seguenti funzioni:

a) f(x) = sen (3z); b) f(z) = cos (2) c) f(z) = tg (2(:6);)
x sen (4x
d) f(z) = cotg <§) ; e) f(z) = cos(6z) + sen (9z); f) f(z) = cos(67)

6) Sulla superficie dell’oceano la pressione dell’acqua uguaglia la pressione atmosferica
e vale circa 105 Kg/m?. Sotto la superficie, la pressione dell’acqua cresce di circa
99,98 Kg/m? ogni 10m di profondita.

a) Esprimere la pressione dell’acqua in funzione della profondita.

b) Stimare quanto vale la pressione dell’acqua a 150 m di profondita.



c¢) A quale profondita si ha una pressione di una tonnellata per metro quadrato?

7) Calcolare il valore esatto delle seguenti espressioni:
1
log, 64, logg I logg 2, Inev?, e3n2,

log 1,25 +1og 80, logs 10 + logs 20 — 3logs 2, 2(los23-logs5),

8) Calcolare il valore approssimato delle seguenti espressioni:

log, 5, log 26, 05, 2In4 — In 2, log, V/321.

9) Un isotopo del sodio ha un tempo di dimezzamento di 15 ore. Un campione di
questo isotopo ha una massa di 2 grammi.

a) Stimare la massa del campione dopo 60 ore.

b) Stimare il tempo necessario affinche la massa residua del campione sia di 0,01
grammi.

10) In un processo industriale, la produzione di un certo composto chimico quadruplica
ogni 6 ore.

a) Stimare la quantita prodotta in un giorno sapendo che la massa iniziale del
composto e di 100 chilogrammi.

b) Quanto tempo occorre per produrre 50 tonnellate del composto?

11) Disegnare i grafici delle seguenti funzioni applicando opportune trasformazioni ai
grafici delle funzioni elementari:

1 = 2,
8)y = —; b)y=2+ il; ) y=1+2w—a%
_ x
f)y = v +2;
d)y=(z-1)°+2 e)y=vr+4-3 .)y
. i) y=4" - 3;
g)y=(0,6)% h) y=-27%
- n) y =2+ cos(z+ 7);
)y =477 m) y =1 —log(z +5); "
0) Yy =senx cos; p) y = tg (2z); q)y:COS(§>’
r) y = |sen z|; s)y = |z? —2z|; t) y = el
u) y=+/|zl; V) y = sen |z[; z) y =In|z|
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12) Per ciascuna delle seguenti coppie di funzioni:
a) f(x) =senz, g(z)=1—+/x; b) fx)=1-3z, g(x)=2?+3x—1;

! Tl ) f@) = VI T3, gle) =4 41

c) flz)=—, xr)=——;
) f@) =~ gl =
scrivere ’espressione analitica delle funzioni composte fog, go f, fofegog.

13) Esprimere ciascuna delle seguenti funzioni nella forma f o g, cioé come funzione
composta da due funzioni f e g:

t
a)y= (22 + 1) b)y=cosy/z, c)y=/cosz, d)y:Hgitw'
g

14) a) Date le funzioni f(z) = 3z + 5 e h(x) = 322 + 3x + 2, trovare una funzione g
tale che h = fog.

b) Date le funzioni g(x) = 2x + 1 e h(x) = 422 + 4x + 7, trovare una funzione f
tale che h = fog.

c¢) Date le funzioni f(x) =z + 4 e h(x) = 4z — 1, trovare una funzione g tale che

h=gof.

15) Disegnare il grafico delle seguenti funzioni; stabilire se sono invertibili e, quando
e possibile, determinare 'espressione analitica ed il grafico della funzione inversa:

f@)=5@+5), g =2 h@)=l-1], @) =vi-2

16) Quando si scatta una fotografia con un flash le batterie iniziano a ricaricare il
condensatore con una carica elettrica data da

t

Q(t) = Qo(l —e™3)
(t € il tempo espresso in secondi; Qo ¢ la massima capacita di carica).
a) Disegnare il grafico della funzione Q(t) e verificare che ¢ invertibile.
b) Trovare la funzione inversa Q1 e specificare il suo significato fisico.

¢) Quanto tempo € necessario affinche il condensatore abbia una carica pari al 90%
della sua carica massima?

17) Nella teoria della relativita la massa m di un corpo in movimento ¢ collegato alla
sua velocita relativa v dalla relazione
Mo

- (G

(mg ¢ la massa riposo e c ¢ la velocita della luce nel vuoto). Trovare I’espressione

m =

analitica della funzione inversa e specificare il suo significato fisico.



Risposte

1
1) a) L’immagine di 2 ¢ 12; le controimmagini di 2 sono 0 e 3

2(x% — 2+ 6)
x2 ’

b) g(x) =32% —Tx +9; h(z) =

I

2) a) y = —a? + b; b)yz?(m+16) c)y:?

4
d) y = 6Va2; e)y:2(x2+;>.

4) Le funzioni a) ed e) sono pari; le funzioni b) e d) sono dispari; le funzioni c) ed f)
non sono ne pari ne dispari.

6) a) p(m) = 9,998 m + 105 (p: pressione, m: metri); b) circa 1605 K g/m?;
c) circa 90 metri.

3
-
8) 2,3219284; 2,0255629; 2,0794415; 2,626696.

1
)6 =2 55 V28 %Y

9) a) m = 2'"75 (m: massa in grammi; ¢: tempo in ore); m(60) = 0,125 grammi.
b) Circa 4 giorni e 19 ore.
10) a) ¢(t) = 100 - 23 (¢: quantita prodotta in chilogrammi; ¢: tempo in ore);
q(24) = 25,6 tonnellate.
b) Circa 27 ore.

12) a) (fog)(x) =sen (1 — x); (9o f)(z) =1—+/senz; (f o f)(x) = sen(senz);
(gog)(x) =1—+/1— =

(fog)(x ):_355 — 92 —2; (go f)(z) =922 — 152 +5; (fo f)(z) =9z — 2;

(9o 9)(z) = (2? + 32+ 1)? + 322 + 9z + 4.

(fo

) (Fo)) = 252 (go Nla) = ot (fof)) =2 (90)(x) = oorsy.

A) (fog)(a) = VI 15 (gof)a) =20 +4; (fof)x) = /A2 +3)+3:
(gog)(x) =+ 222+ 2.
13) a) g(a) =22+ 1, f(x)=2'%  b)g(r) = V& f(z)=cosa;

) gw) = cosa, [(0) = Va5 d) gla) = tge, f@) =

b)

2r+1’
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14) a) g(z) =224+ x—1; b) f(z)=22+6; c)g(zx) =4z —17.

1
15) f~Y(x)=2x-5 g l(z)=3+ ) Inz;  h(x) non & invertibile;
n
g Hz)=22+2, x€[0,+0).

16) b) t = 21In (Q Qo Q) ; € il tempo che il condensatore impiega per avere carica Q).
0 —

c) t =2In10 (circa 5 secondi). Notare che il risultato non dipende dalla capacita
Qo del condensatore.

/ ma\ 2
1) v=1cy/1— (—0) ; € la velocita di un corpo di massa m in movimento.
m



2. DISEQUAZIONI

1) Risolvere le seguenti disequazioni:

(x +5)(x +3) > 2%+ 10x + 9; R. 7 € (—0,3)
3
15 + 72 — 222 < 0; R. xe(—oo,—§]u[5,—l—oo)

2 1 1
< — R. —00,0)U (0,1
S T z € (—00,0)U(0,1)

|lr — 3| < 5; R. z € (-2,8)

|z 4+ 4] > 2; R. z € (—o0,—6]U[-2,+00)
3—22|>1; R. € (—00,—2)U(—v2,v2) U (2,+0)
|22 — 3z + 1| < 1; R. z€(0,1)U(2,3)
VI—@Z>-1; R xe[—g,g]

V2—z<4; R. ze[-14,2]

1
V222 — 31+ 7> 3; R. xe(—oo,—i)U(Q,—FOO)
1 x
(Z) —16 >0; R. z € (—o0, —2]
2-9-27"4+4-4-2 <0; R. z € (—-1,2)
x—1 7

1 — | >1; . ——, =2
Og<x+2)_ o Reeelg )

! 1 1
log%x+10g%5>6; R. mE(O,g)U(él,—i—oo)

1
|10g2%m+310g%m—1|<3; R. x€(§,2)u(4,16)

T 5 3
sen2x —cosx > 0; R. xe(g,i)u(éw,iw)
0 5)
cos 2z + cosx < 0; R. $€(§,7T)U(7T,§7T)
2 4 3
2 2 . . E - _ _
cos®z +cosx < 0; R xe[z,gw]u[gw,zw]

5
2sen?z + 5cosx —4 > 0; R. xG[O,g)U(gw,ZW]
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2sen®r —senz —1>0; R. xe[—w,—ﬂ]u{i}
6 6 2
tgz + cotgz > — R. z€ (0, 2]UlZm, Dyu(Z,7)
T +cotgx > —; . x — - —
g g —\/g’ 76 37T72 277-(-
4cosx + 2cos2x — 1 T T 2 7
>0; R. ze (=, -|U(zm, =7
V3tg2 o +2tgr — V3 (6 3] (3 6 )

2) Determinare il dominio delle seguenti funzioni:

y=1322 —28.37+3; R. D= (—o0,—1]U2,+00)

r? —4 5 1
=|In| ——— ; . D=(-1,=
(o) R D=CLgluEa

In?z—4 o 1 5
Y=\ Tnzr1 R. D=le""e ") U[e”, +00)

2 _
y=In (w) ; R. D= (—o00,—-1)U(—1,1)U(2,400)

|z + 1

1—tgzx s T 5 3
—/——="—: R D=[0,2)U[-, 2)U[om Sm)U(—

2 1 2 3 5
y=In (M) ; R. D= [O,%)U(—ﬂ, —m)U(=m, -m) U

2cos2x —1 34

3) Determinare il dominio ed il segno delle seguenti funzioni:

3+t
_ Bt g 0,5 T U
V3 —cotgx 6 6 2 2
>0sexe (= ”)u(2 )y <0 e(OW)U(W2)
s -, = = ; s — -, =
y e',’U 672 37T77r7 y el. 76 2737T
2 —zx
y=——2 ;R D=(—00,1)U(3,+x)
VIn|z — 2|

y>0sex € (—o00,1); y<0sexé€ (3,+0)

Vsenx — sen? x T T
= ; R. D=10,7-)U(=
y cos T [ 2) <2

7]

y>Osex€(O,g); y<Osex€(g,7r)



3. LIMITI

1) Calcolare i seguenti limiti (senza usare la regola di L’Hopital):

2
.oxr—4 1 im & —4:0
‘%1—>n12 {L‘3—8:§’ x—1>I:£loo w3_8 !
33—
2422 — a2 2 L
lir% Va? + 2\/ x :§3 xli)r(r)li\/m +00;
xTr— €T
m ot 1 lm % L.
st Ip =g 2] o Vit —g 2
2
. 1—a2? lim 1—2 R
mgg—loo\/ﬁ_ 0 T——00 2 — 9
lim 3 0 lim [\/372—1-213—\/3:’2—2:0]:—2;
_ 2=t . JJm
—+ N 4r3 — 2 !
T v ! 5 i 1—cos3:c_3_
T . rtgx 1
. COST — Cos 2T lim ——2" =~
lim ——————— = 3; z—0 cos2x — 1 2
z—0 1 —cosx -
. cotgx 4 cosx 1 r— =
hmw —3:_1; lim 72:\/5;
TE o 2(z+3) e—3+ /1 — senx
lim 1 3—a’ 1 I et et
=—=; im T T 5
w—l’r_noo 083 \/3$6—2x3—|—1 2’ T— 00 0g x4 11 S
3
- v’ -1 lim log 25 —%+2
mEI—BOO logm :+OO’ r— —00 g 2$3+IL’ ’
I 2& 0 1— 22
z+2 — . - -
m—1>r—|{loo ? hm 1 .’L’2—3 — 4o
2 Tr— —00 Y
lim (1-2)o =e ¥ e |
z—0 3 ) mEI—Boox [In(8z° — 1) — 31n 2x] =-3

2) Studiare le seguenti funzioni, determinando: a) il dominio; b) il segno; c) i limiti
agli estremi del dominio d) gli asintoti. Alcuni risultati si trovano tra gli esercizi
sulle disequazioni. Vengono dati solo gli asintoti.

2 +2x+4 x
P E——— = = — 1
Y 5 (r=0,y 2+)
2 -1
y=5— @ , y=1)
2
—4
y:m (x=-1,y=xz—-1)
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3 — 4x
V= (x ==£1, y =x)

v -3 (z =2 a dest 2 a sinist )
=z x =2 adestra, * = —2 a sinistra, y ==z
y P : .Y

\/§—|-tgx s s 2
=———  z€|0,7 r=—,r=—,x=—-T
Y V3 — cotgx 0,7 ( 6 2 3)
y=In—2% 4 e0,2n]

1+2coszx
(z = g er=gTa sinistra; x = gTer=5ma destra)

-1
y =In ($+3> (r =1 a destra, = = —3 a sinistra, y = 0)
x
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4. STUDI DI FUNZIONE

Studiare le seguenti funzioni, determinando:
a) il dominio; il segno; il comportamento agli estremi del dominio;
b) gli eventuali asintoti e le intersezioni con gli assi coordinati;
c) gli intervalli in cui la funzione & monotona e gli eventuali massimi e minimi;
d) gli intervalli in cui & concava o convessa e gli eventuali flessi (solo per le funzioni
contrassegnate con (x)).
e) Disegnare il grafico qualitativo della funzione (i grafici rispecchiano I’andamento

delle funzioni e non sempre rispettano le esatte proporzioni tra i diversi valori).

Lo studio delle funzioni 3) e 11) ¢ facoltativo poiche richiede la risoluzione di dise-
quazioni irrazionali.

32— 1 2) x3 —4x
— ; yzg.

1) (x)y

3

:ln(a:—i—l);
T — n(x? —
9)y:ln<x_z)—m, 10)(>|<)y:1 (9:2—11)7

1) y=1In <@) 12) y = [m (M)r;

x—2 x? -1
2sen®x + 1 CoS T
13) y= 2T e0.27); 14)y=1In|—22 ). 0, 27]:
)y senz 0, 2] )y n(l—i—Zcosa;) @ € [0, 2]
v1—-2 3+t
15) y = ﬂ, x € [0, 27]; 16) y = M z € [0,7].

CcCosS T \/§—cotg:v’
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5. INTEGRALI ED EQUAZIONI DIFFERENZIALI

1) Risolvere i seguenti integrali:

T 1
dr=1In+v1 24+ C — e =——-——— + C
/1+ g r =V Lt /(4:1:2—1—1)5 T TR
CoS T sen sen? r 1
—————dx = —arct < ) dr = —tg3 C,
/4+sen2x arcg /Cos4x TT 3 T

2
e“V1+erdr = 3 (14 e%)3 + C; /Ser\l/_\/_dx——Qcos\/——l—C’

———— dx = 2sen 3 — 2sen 1; ————dr = V2xr —In(1 +V2z)+ C,
Vitaz /1+\/ﬂ ( )

In 1 T 2
sen(i _x)d:v:—gcos(?)lna:)—l—(?; /0 [2+sen(g)] cos(2> d:z;-?

/ x arccos (senx) dx = i7r3; /ln(SacQ +1)dr =zIn(3z* +1) — 2z + larctg(\/ga:) + C;

x 48 V3
—1)2 (z—1
/(Jc—l)senQ(g)dx: (x . )¢ (= 2)sena: B 002833+C;
[ormt do= Il g1 - g 4 C
cos? x cos 2 2
/Etgmsinxdx— L%—COS%‘ 3—1' /m3lnxdx—x—41nx—m—40'
0 & ~ |cosx 0 97 7 T
21 1 2 1
/Edﬂ?:—i-i-C; /\/Eln\/fdx:—x\/g Invz—=|+C;
x3 422 3 3
x4+ 4 |z — 3|7 / dx x 1
———————dr=In———= +C; S —— - C:
/x2—5x+6 v n(m—2)6+ 7 z(z—1)2 n‘w—l’ x—1+ ’
22+ 3z +2 x?
Z e Tt =1y — )
/x(1+$2) dx nm—f—Barctgaz—l—C,
3+ 322 1 1
/%sz§I2+3$—§1n(1+x2)—3arctgx—|—0;
6x |z — 2| ( +1>
dr = In ————— + /3arct +C;
/$3—8 Va2 42z +4 & V3
/ Y ge—tn/? — 2+ 2] + - arct (2x_1)+(1
—————dr=In+/|z2 —x ——ar :
2 —x+2 NG & NG
1+ 3tg? (x)
1 i 2
[l g, ) 2 [V (2)]
2 —cosx 1+ tg? 2) 3 2
2 —coszx 8 x
L dr=—arctg (—=tg= | —x+C.
/2+cosx v \/_arcg( 3 g2 Tt
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2) Calcolare I’area della parte finita di piano compresa tra le curve:

2% +1 1
v (R. 36—31n3)

Yy = —2°+5r—1, Yo = .
r—1

3) Calcolare I’area della parte di piano compresa tra le curve:

y = 2*Inz, ya = (6z —9)Inz. (R. 8—90—91I13)

4) Calcolare I'area della parte di piano compresa tra la retta r) x +2y+1=0¢ la
16
=)

1
parabola di equazione y = 5(—x2 +z+2). (R. 3

5) Risolvere le seguenti equazioni differenziali:
y =2x\/1—9y2, R. y=sen(2?+ C);
(22 —8)y' —6xy =0, R. y=C(2?—-28)3

2y In 22 x? In |x| 1 9
y/_x3—|—x+ . =0, R. V=T \ e +2x2—ln x| +C );

y+\/56 T =0 1
L Ry=g [vEr e o],
{y —I—yCOth—E)ecosx 1 — Hecosz
, R. y=——;
sen x
Yy 4+ 2ycosz —sen2x =0 1
{ Y , R. y= 3 (36_2561136 + 2senx — 1);
Yy’ + 2y + 3y = 3senx — cosx NG, 1
1 , R. y=——"e “sen/2x —cosz + —senx;
)=—-1 y(0)=—3 2 2
2
Y +y 6y = 2¢' 7% 5 ]
R. _ _Z 1—-3x 2x+1 - 17495;
y(0) =2 y= g (T ) 4 ge
3
y" — 24 +3y——281n3:v+3cos3x y = (cos V2x — V2senv/2z)e”
, 5 ; R. 1 ;
y'(0) = ~1 — E(sen 3z + 5cos 3x)
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Xz

2 _ 3y —42=0. R. y— )

2
vy — 2y =warctgr, R. y= —zarctgz +2°In|z| — % In(1+ 2?) + Cz?;

)

2z
Yy —2tgx)y+e** =0, R. y=—cos’zx {% [sen (2x) + cos(2z) + 4] + C’}'

Yy’ + 2y + 5y = cos(2x), R. y=e *[Ccos(2z)+ Casen (2x)] + %[cos(?x)
+ 4 sen (2z)];

1
/ N
gt e =0
Y \/Ey , R. y=2(1+ z)eV® — e2V7;
y(0) =1

z2y’ + 32y = sen (22)
e 5 R Yy

y(5)=0

1
=3 [—2x cos(2z) + sen(2z) — 7.
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6. INTEGRALI IMPROPRI

Calcolare il valore dei seguenti integrali impropri (oppure verificare che sono diver-
genti):

1
1
1 dx = In4;
) [ 5z da=ma
1
2)/lnxd:c:—1;
0

1
X .
3)/0 de, (divergente);

1
1 1
4)/ z In (1 + —) dr = 2 (integrare per parti);
0 s

3
x
) —dz =5,
)/2 Va2 —4
9

6)/ %dfb’zé;
0 (m—l)g 2

3
1
7)/1 mdw, (divergente);

+o0 1

T
—dz =
0 \/(1+2w2)3 2

teoo s
9 dr = —;
)/1 1+2 @7

8)

e 1 . :
11) — In(1+ — ) de =27, (integrare per parti);
0 X

VT
0 - |
12) /_oo m dx = 3 (vedi integrale n. 3)
13)/1 ﬁarctg;dag:%—é In2, (porret:;);

+o0o
1 V2
14 - dp=Yin
)/_oo 212w +3 T2 "



